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双齿气体循环泵基本几何理论和容积计算
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摘　　　要：以数学几何理论为基础，通过坐标变换和包络条件推导了阴阳转子的基本型线方程，建立了双

齿气体循环泵的数学模型。研究了阴阳转子相互啮合时啮合点位置随阴转子转角的变化关系。采用了线积

分的计算方法推导出工作容积的基元面积随转角的变化关系，可简化工作容积的计算难度。结果表明：在转

角为０和π的时候，阴阳转子会形成一个封闭的无效区域导致了工作腔的基元面积随转角变化过程中的突升

和突降。在吸气结束时，由于吸气腔相较于排气腔多了一个与吸气口相连的部分导致了基元面积的突降。这

些基本几何理论的建立可为双齿气体循环泵的应用打下一定的理论基础。
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　　近几年来，人为排放的温室气体达到历史最

高，人类对气候系统的影响已经对人类和自然界

产生了影响。因为对污染的担忧、不断增长电力

的需求、减少ＣＯ２ 排放量以实现《京都议定书》中

设定的目标和保障能源安全，德国目前的预测是

到２０２０年发电量增加到２０％，使用的燃料量将

与现在差不多［１］。国际能源机构（ＩＥＡ）预计，到

２０２１年全球可再生能源发电量增长了４２％。但

是，他们的报告说，运输和供热部门的过渡仍然很

缓慢，主要是由于化石燃料不足，价格等。

运输的ＣＯ２ 排放量占全球能源ＣＯ２ 排放量

的２３％。在过去的１５年里，航空排放的增长速

度达到９５％，高于道路运输６４％
［２］，燃料电池是

在航空领域应对排放增加的一项有前途的技术。

它是一种将燃料的化学能直接转化成电能的发电

装置，与燃气轮机和内燃机发电相比，它不受卡诺

循环理论对能量转换效率上限的限制，能量转换

率高６０％～８０％，实际使用效率则是普通内燃机

２～３倍
［３４］，排放远低于燃气轮机和内燃机，并具

有对环境污染小、红外辐射小、没有运动部件、噪

声小等特点，是理想的洁静动力源。在航空推进

领域，也有着宽广的应用前景［５］。

２００２年８月，美国国家航空航天局（ＮＡＳＡ）

即展示了一台采用燃料电池驱动的电动飞机样

机，质量达到１５０ｋｇ。２００２年９月，美国波音公

司与美国国防部签订研发合同，开发了一套基于

燃料电池的无人机推进系统［６］。２００３年，该公司

建成并演示了完整的燃料电池动力系统。２００５

年５月，美国航空环境公司的“全球探测者”氢燃

料电池推进的无人机首飞成功。２００９年７月，全

球首架采用燃料电池驱动的有人驾驶飞机在德国

北部城市汉堡得以试飞成功［７］，其设计的飞行高

度约为２５５０ｍ
［８］。２００９年１０月美国海军研究实

验室研制出的一款氢动力燃料电池飞机“离子虎”

完成了２３ｈ１７ｍｉｎ的飞行，创造了非官方燃料电

池动力飞机的记录。

国内这方面的研究起步晚，２０１２年１２月同

济大学航空航天与力学学院与上海奥科赛飞机公

司历时１年多时间共同研制的中国第一架纯燃料

电池无人机“飞跃一号”已在上海奉贤首次试飞成

功。２０１７年１月，中国科学院大连化学物理研究

所研制的２０ｋＷ燃料电池系统为动力电源的国内

第一架有人驾驶燃料电池试验机首次试飞成功，标

志着我国航空用燃料电池技术取得突破性进展，成

为继美、德之后第３个拥有该技术的国家
［９］。

图１　工作示意图

Ｆｉｇ．１　Ｗｏｒｋｉｎｇｄｉａｇｒａｍ

在燃料电池中，氢和氧发生化学反应产生电

流。因此，燃料电池需要一个空气供应系统。它

是由空气过滤器、空气压缩机、电动机等组成［１０］。

其中，空气压缩机能够为燃料电池提供所需的压

力和流量的干净空气，同时还能改善系统的水平

衡［１１１２］。目前，燃料电池主要的空气压缩机为涡

旋式、螺杆式、离心式、罗茨式等。在航空领域，由

于离心式空气压缩机转速高，体积与质量小得到

广泛的应用。但是，离心式还会存在一些问题。

如在低流量状态下，会产生喘振现象，这样会对系

统性能和寿命产生严重的影响［１３１５］。

本文采用双齿机构的原理构建燃料电池的空

气增压泵和氢气循环泵，其工作原理如图１所示。

７３９１
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它是由一对相互啮合的直双齿转子，一对同步齿

轮，一个类８字形气缸和两端的墙板、齿轮箱等组

成。转子在旋转过程中相互啮合，形成周期性变

化的工作容积，从而实现气体的吸入、压缩和排

出。通过吸、排气口的合理设计，双齿气体循环泵

具有完全内压缩过程，而且无需吸气阀和排气阀

等易损部件，在保留罗茨式的结构简单、加工容

易、运行方便等优点的前提下，还解决了噪声大、

能耗高等问题。

双齿气体循环泵型线非常复杂，目前国内外

文献对其报道很少，根据微分几何的基本理

论［１６１７］，任意的曲线都可以找到与其啮合的共轭

曲线，但是并非所有曲线均可作为双齿气体循环

泵的型线。彭学院在文献［１８］中构建了一种由圆

弧、摆线和直线等多段曲线组成转子型线，但是并

没有给出诸如啮合点位置和工作腔容积随转角的

变化关系，因此很难在实际的设计中进行应用。

有鉴于此，本文在文献［１８］的基础上，建立了型线

的几何理论，定义了基本的结构参数，给出了型线

的方程以及啮合点坐标随转角的关系，特别是采

用一种线积分求解方法来得到任意转角下工作腔

基元面积，可大大简化计算难度。

１　基本型线

双齿气体循环泵是由一对同步的直齿轮阴阳

转子组成。其中，阴转子是由直线 犃１犅１、圆弧

犅１犆１、摆线犆１犇１、圆弧犇１犈１、销齿圆弧犈１犉１、圆

弧犉１犌１ 和圆弧犌１犎１ 组成，再将这些型线旋转π

即可形成完整的阴转子。阳转子也是如此，它是

由圆弧犃２犅２、直线犅２犆２、摆线犆２犇２、圆弧犇２犈２、

销齿圆弧犈２犉２、直线犉２犌２ 和圆弧犌２犎２ 组成，旋

转π亦可形成完整的阳转子型线。

１１　阴转子型线

如图２所示，坐标系中心固结一个半径为狉１ｔ

的节圆。当一个圆弧，其圆心在节圆狉１ｔ圆周上，

它的共轭曲线的形状与其完全一致。这种圆心在

节圆圆周上的圆弧为销齿圆弧。

显然圆弧犈１犉１ 的圆心在节圆狉１ｔ圆周上，其

圆心坐标为犗３
狉１ｔｃｏｓα

－狉１ｔｓｉｎ

烄

烆

烌

烎α
，则圆弧 犈１犉１ 的方

程为

狓犈
１
犉
１
（狋）

狔犈
１
犉
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

狉１ｔｃｏｓα－（狉１ｔ－狉ｗ）ｃｏｓ（α－狋）

－狉１ｔｓｉｎα＋（狉１ｔ－狉ｗ）ｓｉｎ（α－狋
［ ］）

（１）

图２　阴转子基本型线生成

Ｆｉｇ．２　Ｆｅｍａｌｅｒｏｔｏｒｂａｓｉｃｌｉｎｅｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

式中狋∈［０，β］，α为犗１犈１ 与狓 轴的夹角，β为

犗１犉１ 与犗１犈１ 的夹角。

同理可得直线犃１犅１ 方程

狓犃
１
犅
１
（狋）

狔犃
１
犅
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
狉１ｃｏｓ（２φ）＋狉１ｔ狋ｓｉｎ（２φ）

狉１ｓｉｎ（２φ）－狉１ｔ狋ｃｏｓ（２φ
［ ］） （２）

式中狋∈［０，φ］。

圆弧犅１犆１ 的方程

狓犅
１
犆
１
（狋）

狔犅
１
犆
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
－狉ｗｃｏｓ（２狋）－狉１ｔ狋ｓｉｎ（２狋）

－狉ｗｓｉｎ（２狋）＋狉１ｔ狋ｃｏｓ（２狋
［ ］）＋
２狉１ｔｃｏｓ狋

２狉１ｔｓｉｎ
［ ］

狋
（３）

式中狋∈［０，φ］。

摆线犆１犇１ 的方程

狓犆
１
犇
１
（狋）

狔犆
１
犇
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
－狉ｈｃｏｓ（２狋）＋狉１ｔｃｏｓ狋

狉ｈｓｉｎ（２狋）－狉１ｔｓｉｎ
［ ］

狋
（４）

式中狋∈［０，ａｒｃｃｏｓ（狉１ｔ／狉ｈ）］。

圆弧犇１犈１ 的方程

狓犇
１
犈
１
（狋）

狔犇
１
犈
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
狉ｗｃｏｓ狋

狉ｗｓｉｎ
［ ］

狋
（５）

式中狋∈［－α，０］。

圆弧犉１犌１ 的方程

犪＝犪ｓｉｎ（狋／狉１ｔ）

犫＝α＋β

狓犉
１
犌
１
（狋）

狔犉
１
犌
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

－狉２ｃｏｓ（２犪－犫）－狋ｓｉｎ（２犪－犫）

－狉２ｓｉｎ（２犪－犫）＋狋ｃｏｓ（２犪－犫
［ ］）＋

２狉ｔｃｏｓ（犪－犫）

２狉ｔｓｉｎ（犪－犫
［ ］） （６）

式中狋∈［０，５０ｓｉｎβ］。
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圆弧犌１犎１ 的方程

狓犌
１
犎
１
（狋）

狔犌
１
犎
１
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

狉１ｃｏｓ狋

－狉１ｓｉｎ
［ ］

狋
（７）

式中狋∈［α＋β，π－２φ］。

当阴转子旋转θ１ 时，阴转子各段型线方程为

狓（狋，θ１）

狔（狋，θ１
［ ］）＝犕（θ１）·

狓（狋）

狔（狋
［ ］） （８）

式中犕（θ１）为旋转矩阵

犕（θ１）＝
ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１

ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ
［ ］

１

（９）

式中狉１ 为阴转子的基圆半径，狉２ 为阳转子的基圆

半径，狉ｗ 为圆弧犇１犈１ 的圆心在犗１ 上的半径，狉ｈ

为两转子中心距与狉ｗ 之差，φ为犃１犅１ 与犅２犆２ 不

在同一直线时，犃１犅１ 与转子连心线犗１犗２的夹角。

图３　阳转子基本型线生成

Ｆｉｇ．３　Ｍａｌｅｒｏｔｏｒｌｉｎｅｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

１２　阳转子型线

基本的阳转子是由多段圆弧，摆线和直线组

成，如图３所示，坐标系中心固结一个半径为狉２ｔ

的节圆，圆弧犈２犉２ 的方程可由式（１）经过坐标变

换和包络条件得出，其中坐标变换矩阵为

犕１（θ１，θ２）＝
－ｃｏｓ（θ１＋θ２） ｓｉｎ（θ１＋θ２）

ｓｉｎ（θ１＋θ２） ｃｏｓ（θ１＋θ２
［ ］）

　　由于双齿气体循环泵是一对相互啮合的同步

直双齿转子，故阴阳转子的转角θ１＝θ２，则化简得

犕１（θ１）＝
－ｃｏｓ（２θ１） ｓｉｎ（２θ１）

ｓｉｎ（２θ１） ｃｏｓ（２θ１
［ ］）

其中包络条件为

狓犈
１
犉
１

狋

狓犈
１
犉
１

θ１

狔犈
１
犉
１

狋

狔犈
１
犉
１

θ１

＝０

则犈２犉２ 的方程为

狓犈
２
犉
２
（狋）

狔犈
２
犉
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

狉２ｔｃｏｓ（α）＋狉ｗｃｏｓ（α＋狋）

－狉２ｔｓｉｎ（α）－狉ｗｓｉｎ（α＋狋
［ ］）

（１０）

　　同理可得圆弧犃２犅２ 型线的方程

狓犃
２
犅
２
（狋）

狔犃
２
犅
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
－狉１ｃｏｓ（狋－φ）

狉１ｓｉｎ（狋－φ
［ ］） －

狉２ｔｓｉｎ狋ｓｉｎ（狋－φ）

狉２ｔｓｉｎ狋ｃｏｓ（狋－φ
［ ］）＋

２狉２ｔｃｏｓ（狋－２φ）

－２狉２ｔｓｉｎ（狋－２φ
［ ］）

（１１）

式中狋∈［０，φ］。

直线犅２犆２ 型线方程

狓犅
２
犆
２
（狋）

狔犅
２
犆
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

狉ｗ

狉ｗｓｉｎ
［ ］

狋
（１２）

式中狋∈［０，φ］。

摆线犆２犇２ 型线方程

狓犆
２
犇
２
（狋）

狔犆
２
犇
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
－狉ｈｃｏｓ（２狋）＋２狉２ｔｃｏｓ狋

－狉ｈｓｉｎ（２狋）＋２狉２ｔｓｉｎ
［ ］

狋
（１３）

式中狋∈［０，ａｒｃｃｏｓ（狉１ｔ／狉ｈ）］。

圆弧犇２犈２ 型线方程

狓犇
２
犈
２
（狋）

狔犇
２
犈
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝
狉ｈｃｏｓ狋

狉ｈｓｉｎ
［ ］

狋
（１４）

式中狋∈［－α，０］。

直线犉２犌２ 型线方程

犫＝α＋β

狓犉
２
犌
２
（狋）

狔犉
２
犌
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

狉２ｃｏｓ犫＋狋ｓｉｎ犫

－狉２ｓｉｎ犫＋狋ｃｏｓ
［ ］

犫
（１５）

式中狋∈［０，５０ｓｉｎα］。

圆弧犌２犎２ 型线方程

狓犌
２
犎
２
（狋）

狔犌
２
犎
２
（狋

熿

燀

燄

燅）
＝

狉２ｃｏｓ狋

－狉２ｓｉｎ
［ ］

狋
（１６）

式中狋∈［α＋β，π－２φ］。

当阳转子旋转θ２ 时，阴转子各段型线方程为

狓（狋，θ２）

狔（狋，θ２
［ ］）＝犕′（θ２）·

狓（狋）

狔（狋
［ ］） （１７）

式中犕′（θ２）为旋转矩阵

犕′（θ２）＝
ｃｏｓθ２ ｓｉｎθ２

－ｓｉｎθ２ ｃｏｓθ
［ ］

２

（１８）

１３　啮合点位置

由文中第１．１节和第１．２节可知阴阳转子的

各段型线方程，则可计算出啮合点的坐标

１）０≤θ１≤α，其啮合点坐标为

９３９１
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［］狓
狔
＝犕（θ１）·

狉ｗｃｏｓ（－θ１）

狉ｗｓｉｎ（－θ１
［ ］） （１９）

　　犇１犈１ 和犇２犈２ 这两段销齿圆弧只是过渡曲

线，在转角为α的时刻啮合。犆１犇１ 线段是摆线

对一个点的啮合，其所包含的容积是无效的，占

总体积很小的比例，其啮合的转角范围０～

ａｒｃｃｏｓ（狉１ｔ／狉ｈ）。

２）α≤θ１≤α＋β，其啮合点坐标为

［］狓
狔
＝犕（θ１）·

－狉２ｃｏｓ（α＋β－θ１）

－狉２ｓｉｎ（α＋β－θ１
［ ］）＋

２狉ｔｃｏｓ（－θ１）

２狉ｔｓｉｎ（－θ１
［ ］）＋

－狉ｔｓｉｎ（－θ１＋α＋β）ｓｉｎ（α＋β－２θ１）

＋狉ｔｓｉｎ（－θ１＋α＋β）ｃｏｓ（α＋β－２θ１
［ ］）

（２０）

　　３）α＋β≤θ１≤π－２φ，其啮合点坐标为

［］狓
狔
＝犕（θ１）·

狉１ｃｏｓθ１

－狉１ｓｉｎθ
［ ］

１

（２１）

　　４）π－２φ≤θ１≤π－φ，其啮合点坐标为

［］狓
狔
＝犕（θ１）·

狉１ｃｏｓ（２φ）

狉１ｓｉｎ（２φ
［ ］）＋

狉ｔｓｉｎ（θ１＋２φ）ｓｉｎφ

－狉ｔｓｉｎ（θ１＋２φ）ｃｏｓ
［ ］

φ
（２２）

　　５）π－φ≤θ１≤π，其啮合点坐标为

［］狓
狔
＝犕（θ１）·

狉ｗｃｏｓ（２θ１）＋２狉ｔｃｏｓθ１

－狉ｗｓｉｎ（２θ１）－２狉ｔｓｉｎθ
［ ］

１

＋

－狉ｔｓｉｎθ１ｓｉｎ（２θ１）

－狉ｔｓｉｎθ１ｃｏｓ（２θ１
［ ］） （２３）

　　由于阴阳转子都是π旋转形成的，故θ１＝［π，

２π］之间啮合点的坐标与θ１＝［０，π］的啮合点坐标

是一样的，故不重复计算。其啮合如图４所示。

图４　啮合图

Ｆｉｇ．４　Ｍｅｓｈｉｎｇｄｉａｇｒａｍ

２　工作容积计算

双齿气体循环泵是采用二维型线，其工作腔

容积是可以用工作腔的基元面积乘以转子的齿高

求得，故此，必须求工作腔的基元面积。由于循环

泵是周期性变化，可将工作腔分为吸气腔，压缩腔

和排气腔，其变化如图１所示，结构参数如表１

所示。

表１　结构参数

犜犪犫犾犲１　犛狋狉狌犮狋狌狉犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉

参数 数值

狉ｔ／ｍｍ ５０

狉１／ｍｍ ４０

狉２／ｍｍ ６０

狉ｗ／ｍｍ ２９

狉ｈ／ｍｍ ７１

α／ｒａｄ ０．３５

φ／ｒａｄ ａｒｃｃｏｓ（０．６９）

β／ｒａｄ ａｒｃｃｏｓ（３９／５０）

　　但是计算基元面积不仅需要各段型线的方

程，还需要知道外壳的型线方程，其外壳的方程

如下：

狉ｈ≤狋≤狉ｈ＋２０

狓１

狔
［ ］
１

＝
０［］
狋

狓２

狔
［ ］
２

＝
２狉１ｔ［ ］
狋

（２４）

式中狋∈［狉ｈ，狉ｈ＋２０］。

０≤狋≤２狉１ｔ

狓３

狔
［ ］
３

＝
狋

狉ｈ＋
［ ］

２０
（２５）

式中狋∈［０，２狉１ｔ］。

π／２≤狋≤２π－犪ｃｏｓ
狉１ｔ
狉（ ）
ｈ

狓４

狔
［ ］
４

＝
狉ｈｃｏｓ狋

狉ｈｓｉｎ
［ ］

狋

狓５

狔
［ ］
５

＝
－狉ｈｃｏｓ狋＋２狉１ｔ

狉ｈｓｉｎ
［ ］

狋
（２６）

式中狋∈［π／２，２π－ａｒｃｃｏｓ（狉１ｔ／狉ｈ）］。

本文采用线积分方法求解基元面积，即将计

算基元面积的二元面积分的问题转化为一元线积

分求解，这样只要知道组成工作腔轮廓曲线的方

程，就可直接得到工作腔的基元面积。这种方法

归一性很好，可以得到任意时刻工作腔的容积，以

下以吸气腔计算为例。

根据格林公式，一个封闭区域σ的面积犛，其
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面积分可转化为其外轮廓线犔 的第一类线积

分［１０］，即

犛＝σ

犢

狓
－
犡

（ ）狔 ｄ犛＝∮＋犔

（犡ｄ狔＋犢ｄ狓）

（２７）

　　令犡＝狓，犢＝０ｍｍ，那么式（１９）转化为

犛＝σ
ｄ狓ｄ狔＝－∮＋犔

狓ｄ狔＝∮－犔
狓ｄ狔＝

∑
狀

犻＝１∫－犔犻

狓ｄ狔 （２８）

　　犔是封闭区域的边线，该边线可由多段曲线

组成，正好代表积分沿轮廓线顺时针积分，负号代

表逆时针积分。

如图１、图２所示转子是由多段曲线组成，随

着转角的转动，对应的共轭曲线不同。当转角

θ１＝［０，ａｒｃｃｏｓ（狉１ｔ／狉ｈ）］，如图５所示。

　　则吸气腔的基元面积为

犛＝σ
ｄ狓ｄ狔＝－∮＋犔

狓ｄ狔＝∮－犔
狓ｄ狔＝

∑
１９

犻＝１∫－犔犻

狓ｄ狔 （２９）

图５　吸气腔基元面积

Ｆｉｇ．５　Ｓｕｃｔｉｏｎｃｈａｍｂｅｒｅｌｅｍｅｎｔａｒｅａ

　　以摆线犆１犇１ 为例，由式（５）可知其方程，对

其进行全微分

ｄ狓

ｄ
［ ］
狔
＝
２狉ｈｓｉｎ（２狋－θ１）－２狉１ｔｓｉｎ（狋－θ１）

２狉ｈｃｏｓ（２狋－θ１）－２狉１ｔｃｏｓ（狋－θ１
［ ］）

（３０）

　　该段摆线的线积分为

∫－犔９

狓ｄ狔＝∫－犆１犇１

狓ｄ狔＝

∫
狋
２

狋
１

狓犆
１
犇
１
· ２狉ｈｃｏｓ（２狋－θ１）－２狉１ｔｃｏｓ（狋－θ１［ ］）ｄ狋

（３１）

式中狋１、狋２ 表示摆线犆１犇１ 两侧端点的中心角，且

狋２ 是啮合点随着转角θ１ 在变化。

同理可得其他轮廓曲线的线积分，其上下限

分别代表曲线两侧端点的位置。

从图４中可见，不管是吸气腔、压缩腔还是排

气腔，都是由多段曲线组成的，这些曲线的线积分

含义是它们与狔轴所包含的面积。故此，多段曲

线线积分之和相互抵消就只剩下封闭区域的面

积，其随转角θ１ 的变化如图６所示。

图６　基元面积随着转角的变化

Ｆｉｇ．６　Ｅｌｅｍｅｎｔａｒｅａｃｈａｎｇｅｓｗｉｔｈｔｈｅｒｏｔｏｒａｎｇｌｅ

如图６所示，在转角为０时候阴阳转子处在

图４的位置，故转角为０的基元面积代表的是吸

气腔的面积。随着阴阳转子的转动当转子处在图

５的位置时，由于存在一个封闭的无效区域，随着

１４９１



航　空　动　力　学　报 第３５卷

转子的转动，封闭区域的打开会造成一个基元面

积的突升。当转角到达π／２，循环泵开始压缩。

此时基元面积的突降是由于吸气腔对于压缩腔多

一个吸气口相连的面积。在压缩过程中会形成一

个图５所示的封闭的无效区域，从而导致上图的

第三个突降。

３　结　论

１）讨论了双齿气体循环泵的基本结构；以多

段圆弧、摆线和直线为阴阳转子的型线，选定了适

合的坐标，通过坐标变换和包络条件等，建立了阴

阳转子的型线方程。

２）双齿气体循环泵作为燃料电池用的压缩

机时，工作腔容积随转角的变化关系是设计循环

泵的基础。本文采用了线积分的方法推导出了其

工作腔基元面积的计算方法，而且该方法还可以

运用到更复杂型线计算中去。

３）第一个和第三个基元面积的突升和突降

是由于双齿气体循环泵摆线犆１犇１ 与犆２犇２ 在啮

合时会形成一个无效的封闭区域，但对整个双齿

气体循环泵的耗功并没有什么影响，这个会在后

续文章中进一步分析。第二个基元面积突降，是

由于吸气腔相对于压缩腔多了一个与吸气口相连

的一部分面积。
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